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| CEKIIMJA: MATEMATHUKA U ITPUMEHE JJAHAC

Vesna Jevremovi¢, Bojana Milosevié¢, Marko Obradovié, Univerzitet u Beogradu,
Matematicki fakultet

» Karakterizacije raspodela verovatnocéa sa posebnim osvrtom na eksponencijalnu
raspodelu
Apstrakt. Karakterizacija raspodela verovatno¢a — nacin da se ustanove, ukoliko postoje,
specificne osobine karakteristicne samo za odredenu familiju raspodela, je veoma vazan zadatak,
ne samo sa teorijskog, nego i sa prakticnog aspekta. Karakterizacija raspodela omoguéava
formiranje modela prirodnih pojava kao i1 konstruisanje 1 primenu statisti¢kih testova. Postoje
razne vrste karakterizacija: one koje su vezane za statistike poretka, za momente u raspodeli, za
zasecanje raspodele... Uz normalnu raspodelu eksponencijalna raspodela je u vrhu raspodela koje
su modeli realnih situacija, jer se javlja npr. u teoriji masovnog opsluzivanja, u teoriji
pouzdanosti... U radu ¢e biti razmotrene Cetiri osnovne medusobno ekvivalentne karakterizacije
eksponencijalne raspodele. 1z njih se izvode i karakterizacije raspodela koje se dobijaju
transformacijom eksponencijalne raspodele: Paretova raspodela, logisticka raspodela, Vejbulova
raspodela... a takode se dobija i karakterizacija Puasonovog procesa. Pitanjima karakterizacije
raspodela su se bavili, a 1 danas se bave mnogi naucnici.
Kljuéne redi: karakterizacija raspodela; eksponencijalna raspodela; statistike poretka.
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Zoran Vidovié, Univerzitet u Beogradu, Uciteljski fakultet
»Bertranov paradoks - Novi pogledi“

Apstrakt. Jedan od najvaznijih paradoksa u teoriji verovatnoce predstavlja Bertranov paradoks,
predstavljen 1888. godine, koji nas opominje da kad radimo sa geometrijskom, "lokalnom™,
verovatno¢om moramo da definiSemo S§ta podrazumevamo pod pojmom slucajno. Bertran
predstavlja tri reSenja ovog paradoksa, i ta reSenja su sadrzana u skoro svakoj knjizi iz teorije
verovatnoc¢e, kao ilustracija da statistiCka verovatno¢a ima kontradiktorno ponasSanje kad se
primenjuje u radu sa geometrijskim objektima. Najvazniji rezultati, prikupljeni iz radova
Bertrand’s Paradox: Is there anything else? autora V. Jevremovi¢ i M. Obradoviéa | Bertrand'’s
Paradox Revisited: More Lessons about that Ambiguous Word, Random autora S. Chi i R.
Larson, su prikazani u radu, objedinjeni u jednu celinu.

Znacaj rada se ogleda u tome Sto se predstavlja novo reSenje Bertranovog paradoksa,
teorijski reSeno uz podrSsku Monte Karlo simulacja. Simulacije su modelirane u programskom
jezuku R, i rezultati simulacija su prikazani u radu, zajedno sa graficima. Prikazani su problemi u
odogovaraju¢im dimenzijama koji su, na odreden nacin, prosirenje Bertrandovog paradoksa.
Kljuéne redi: Bertranov paradoks, Monte Karlo, geometrijske verovatnoce.
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Marija Minié, Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet
» Uzorkovanje metodom sortiranih skupova*“

Apstrakt: Metoda sortiranih skupova je statisticka metoda uzorkovanja koju je prvi opisao
Mclntyre (1952, Australian Journal of Agricultural reasrch, 3, 385-390 ), a Takahasi i Wakimoto
su dali matematicku pozadinu (1968, On unbiased estimates of population mean based on the
sample stratified by means of ordering, Annals of the Institute of Statistical Mathematics 20: 1-
31.). lako isprva nije izazvala veliko interesovanje, metoda sortiranih skupova je postala
popularna poslednjih dvadesetak godina. Osnovna metoda sortiranih skupova iznedrila je mnoge
druge sa njom povezane metode.

Mclntyre predlaze ovu metodu kada su troskovi merenja obeleZja visoki, finansijski i/ili
vremenski. Ideja je da se jedinice uzorka sortiraju pomocu obelezja koje je lako 1 jeftino meriti.
Odatle se dobija uzorak koje najbolje oslikavaju populaciju, a na kome se vrSe stvarna merenja.
Ocene parametara iz uzorka dobijenog metodom sortiranih skupova uglavnom su bolje u odnosu
na ocene iz prostog slu¢ajnog uzorka.

U ovom radu prikazan je koncept metode sortiranih skupova, kao i neke njene vrste i
varijacije. Takode je prikazana bibliografija radova koji se bave ovom temom.

Kljuéne reéi: uzorkovanje, metoda sortiranih skupova, ocenjivanje parametara, bibliografija
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Dusica Gavrilovié, Institut za onkologiju i radiologiju Srbije

» Biostatistika u medicini: pojam i primena metodologije ROC krive“
Apstrakt: Najjednostavniji dijagnosticki testovi koji se koriste u medicini obi¢no su u stanju da
izvrse klasifikaciju pacijenata u jednu od dve grupe: osobe koje imaju odnosno nemaju neko
odredeno oboljenje, simptome i sl. Klinicki znacaj takvih testova upravo je i zasnovan na
njihovoj upotrebi tokom postavljanja dijagnoze bolesti.

Svaki dijagnostic¢ki test ima svoju senzitivnost, specificnost, pozitivhu prediktivnu
vrednost, negativnu prediktivnu vrednost i tacnost, sto su neke od karakteristika koje su u funkciji
kvantifikovanja dijagnostickih sposobnosti izabranog testa i proceni njegovog klinickog znacaja.
Mnogi faktori u biomedicini imaju neprekidnu kvantitativnu prirodu (napr. enzimi, biomarkeri) i
mogu biti u funkciji dijagnosti¢ckog testa, samo ukoliko je njihov diskriminacioni potencijal
klinicki zadovoljavaju¢i. U svrhu takvog ispitivanja koristi se tzv. ROC (Risiver Operating
Characteristics) kriva, bazirana na proracunu i grafickom prikazu svih parova specifi¢nosti i
senzitivnosti dobijenih evaluacijom grani¢ne (diskriminacione) vrednosti po svim uzorackim
vrednostima izabrane varijable.

Napretkom biomedicine, danas se ispituje ne samo dijagnosticki ve¢ sve cesce
prognosticki i/ili prediktivni potencijal mnogih faktora neprekidne kvantitativne prirode.
Metodologija ROC krive, pored ispitivanja diskriminacionog potencijala (dijagnostickog,
prognostickog, prediktivnog) neprekidne varijable, pruza mogu¢nost odredivanja granicne
(diskriminacione) vrednosti kao i moguénost testiranja znacajnosti razlika (za nezavisne ili
zavisne uzorke) diskriminacionih potencijala razlicitih varijabli za isti binarni ishod.

I pored brojnih teorijskih uopstenja metodologije ROC krive, ekspanzija savremenih
istrazivanja u biomedicini sa ciljem ispitivanja diskriminacionog potencijala i klinickog znacaja
biomarkera ili njihovih kombinacija (naroc¢ito u oblasti hroni¢nih ili teskih oboljenja poput
maligniteta, infarkta miokarda, dijabetesa, side), uticace na dalju primenu i razvoj ove
metodologije.

Kljucne reci: ROC kriva; senzitivnost testa; specificnost testa
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» Interactions of water molecule with phenyl group in crystal structures of small molecules
and proteins“
Abstract. The interactions of water molecule with aromatic rings are of great importance since
the water is in contact with aromatic molecules in many molecular systems, from materials to
biological molecules. A substantial number of experimental and theoretical investigations have
focused on characterizing the interaction between benzene and water as a prototype for aromatic—
polar interactions.

For the study of interactions between water molecule and phenyl ring in proteins (PDB)
and in crystal structures of small molecules (CSD) several mathematical methods have been used
[1]. The density analysis shows that the most frequent populated area of water-phenyl contacts in
crystal structures from the CSD and PDB corresponds to the ellipsoid with the vertical axis of 4.0
A and horizontal axis of 5.5 A. Only the contacts in this area will be analyzed, because the
contacts inside the ellipsoid correspond to interactions with the phenyl group, while the contacts
outside the ellipsoid mainly correspond to the interactions of water molecule with the protein
backbone. The density analysis also shows that the water molecule has a tendency to be
positioned outside of the ring, close to mean plane of the ring. In this area water molecule and
phenyl ring form the CH/O and the parallel alignment interactions. The statistical analysis reveals
that water molecule form relatively small number of the strongest OH/x interactions (around 2%).
The area corrected density distribution indicate that water oxygen have slightly pronounced
preference to positions at or near the centre of phenyl ring, in the area where water molecule
forms the strongest interactions with aromatic ring, and high preference for positions outside of
the ring, in the area of the CH/O and parallel interactions. The less strong water/aromatic
interactions are compensated by the additional stabilization due to simultaneous interactions in
supramolecular structures in crystals.

Keywords: water/aromatic interactions; crystal structures; density analysis, statistical analysis;
area correction.
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XeJsena I'py6op, Yuusepsuret y beorpany, Xemujcku daxkyirer
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wH3pauynasare mesicroe aMunoKucenuna Ka oopeljeHom muny ceKynoapne cmpykmype
NPUMEHOM PA3TUYUMUX CHIAMUCMUYKUX Memooa ‘
Ancrpakrt. Texma aMHHOKHCETMHA Ka oapelheHoj KoH(opMaluju je oJ BEIMKOT 3Havaja 3a
npenBuhame CEeKyHIapHUX M TEpIHjapHUX CTPYKTypa npoTenHa. JlaHac ce 3Ha Ja pas3auuure
aMUHOKHCEJIMHE MMajy CKJIOHOCT Ja ce Hal)y y jeaHoj on koHdopmalyja mpoTerHa (XeIuke,
ioyuiia, 3aBojuna). [Ipumemen je Beauku Opoj CTAaTUCTUYKUX METoJa Aa OU ce u3paudyHale
HaBeJICHE CKJIOHOCTH aMUHOKucenuHa [1,2].
VY Hamem paHujeM pajy npoydaBajid cMO MpedepeHTHOCT aMUHOKHCETnHA Ka oapeheHom Tumny u
CEeKyHJIapHE CTPYKType KopullhemeM HOBOI CTaTUCTHYKOr Meronaa [3]. JacHa ckioHOCT
aMUHOKHCEJIMHA J1a C€ jaBJba]y y oapeheHoj cekyHmapHOj CTpYKTypu omoryhaBa HHXOBO
KiIacu(puKoBame y jeAHY OJ] YeTUpPU Tpyne. AMHHOKHCEIMHE W3 UCTE TPyIe HMajy CIUYHE
CTpYKTYypHE KapakTtepuctruke y norieny Cp u Cy aToma Koju yKa3yjy Ha CKJIOHOCT Ka oipeheHoj
CEKYHJIapHO] CTPYKTYpPH.
Y o0BOM paay CMO YHNOPEOWIH Pa3IMYUTe CTAaTUCTUYKE METOJE 3a padyyHame CKIOHOCTH
aMUHOKHCeNMHa Ka onarosapajyhoj koHpopManuju ca CTaTUCTHUYKOM METOJOM KOJy CMO
TMOHYIWIM y HameM paHujeM paxay. llopeheme je Wu3BpIIEHO HAa OCHOBY BPEIHOCTH
KopenaruoHux koedumujeHata (p(s,p)). Kao m3Bop momaraka KOPUCTHIM CMO CTPYKType U3
[IpoTenncke Oanke momaraka (PDB). I[lpunucuBame cekyHIapHUX CTPYKTypa H3BPIIEHO je
nomohy nporpama DSSP.
KibyuHe peun: aMuHOKuCeNNHE; TPePEepEeHTHOCT; CEKYHIapHE CTPYKTYPE.
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Olga Jaksié, Institute of Chemistry, Technology and Metallurgy, University of Belgrade

,»On Chemical Master Equation and Stochastic Simulations for Stochastic Analysis of
Second Order Reactions*
Abstract. Stochstic processes are omnipresent in natural phenomena, but in social phenomena as
well. There is a vast literature refering to mathematical methods that have been developed for
treating stochastic processes, but when it comes to practical implementations of these methods,
the proper interpretation of results becomes an issue, especially if the results obtained by different
methods do not correspond to each other or to the results obtained by deterministic approach
treatment of the same phenomena.

Here we investigate second order chemical reactions (which may be mathematically
analogous to many other stochastic phenomena) in several different ways and give the
comparative analysis of the obtained results.

We present the application of various mathematical methods for creation of deterministic
model [1], [2], analytical analysis of fluctuation kinetics [3]—[5], stochastic simulation algorithms
for visual and numerical analysis of fluctuation kinetics [6], [7] analytical analysis of fluctuation
dynamics in equilibrium [8].

We give the comparative analysis of the obtained results with the special concern on the
interpretation of the difference between the deterministic solution and the the expression for
mean value of the reactant concentrations.

Keywords: chemical master equation, stochastic simulation algorithm, stochastic processes.
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»Assessment of performance of density functionals by using statistical methods — the case of
tetrathiafulvalene stacking“
Abstract. Tetrathiafulvalene is planar non-aromatic organosulfur compound and one of the most
important constituents of molecular metals — organic materials with very high conductivity.
Stacking interactions of tetrathiafulvalene are among the most important features responsible for
physical properties of these materials [1]. In order to study stacking interactions between two
tetrathiafulvalene molecules, benchmark study was performed to find dispersion corrected
density functionals which are able to reproduce interaction energies obtained at CCSD(T)/CBS
level, the golden standard of quantum chemistry [2]. Statistical parameters, namely root mean
square error (RMSE), mean unsigned error (MUE), average (signed) error (AVG), maximum
(MAX) and minimum (MIN) relative error, signed error standard deviation (SESD), and
unsigned error standard deviation (UESD), were used in benchmark study to estimate the
agreement of CCSD(T)/CBS and individual D3 density functionals, with def2-TZVP and 6-
311++G** basis sets. Using statistical parameters, it was determined that B2PLYP-D3 with 6-
311++G** basis set gives excellent agreement with CCSD(T)/CBS values of interaction energies.
Additionally, M06L-D3 with the same basis set systematically underestimates interaction
energies, but with excellent consistency. Finally, interaction energy curves calculated at both
levels of theory are of almost identical shapes, confirming that energies of stacking interactions
between two tetrathiafulvalene molecules can be calculated at both levels of theory.
Keywords: benchmark; statistics; CCSD(T)/CBS; DFT; tetrathiafulvalene

References

[9] L. E. Smart, E. A. Moore, Solid State Chemistry: An Introduction, CRC Press, Boca Raton, 2012.
[2] M. O. Sinnokrot, C. D. Sherrill, J. Phys. Chem. A, 2004, 108, 10200-10207.



Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matemati¢ki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2014, Vol. V(1)

Ivan Dimitrijevié, Faculty of Mathematics, University of Belgrade
» On nonlocal modified gravity with cosmological solutions*
Abstract. In this talk we consider nonlocal gravity action without matter in the form
_ 4 R —2A » )
S—fd X/ g( TG + RPF(O)R),

where F (O0) is an analytic function of the d’Alembertian O and p = +1, -1. We present a few a(t)
nonsingular bounce cosmological solutions for the above two actions using FLRW metric. see
references [1-5].

This is joint work with B. Dragovich, J. Grujic and Z. Rakic.
Keywords: modified gravity; nonlocal gravity; cosmological solutions.
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»S0lving and Generating Large Sudoku Puzzles by Reduction to SAT “
Abstract. Many different computer-based approaches for solving real-world problems (e.g.,
planning, scheduling, timetabling) exist. If someone improves the efficiency of these approaches
in solving instances of puzzles and hard combinatorial problems, then this usually implies faster
solving of real-world problems. Therefore, there is a great interest in generating such instances.
In the most of the papers studying Sudoku, puzzles of size 9 _ 9 are generated and solving
methods are tested on these small-sized puzzles. These puzzles may be challenging for humans,
but are solved by many different approaches on contemporary computers in less than 0.1 seconds.
One way of solving Sudoku is by reducing to Propositional Satisfiability problem (SAT) [1, 2].
We show that a SAT encoding of Sudoku significantly outperforms two existing approaches
when solving puzzles of larger size than 9 _ 9. We add preprocessing rules to the SAT encoding
and improve efficiency of the existing algorithm [3] for generating large Sudoku puzzles.
Preprocessing rules speed up solving process only slightly, but they significantly speed up the
generating process. The property of generated puzzles is uniqueness of solution and by removing
any of the pre-filled numbers these property is lost. Generated puzzles are challenging for the
contemporary computers, and new algorithms that use only reasoning for solving these puzzles
need to be developed.
Keywords: Sudoku, solve, generate, SAT
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Credpan MumkoBuh, Yausepsuret y beorpamy, Marematnuku daxkynrer
wIIpobnem onmumannoz pacnopehusarba Kopucnuka ¢ npuopumemuma‘

AmncTpakT: Y mpeiokeHoM IpobiieMy je AaT CKyl KOPUCHUKAa U CKYIl pecypca, Kao U LeHe
J0JleJbUBaba CBAKOI KOPUCHUKA CBAKOM pecypcy. 3a CBaku MHap KOPUCHHUK-PeCcypc AaTu Cy
oarosapajyhu mpuopuTeTd NPUAPYKUBAKA, NPU YEMY C€ y ONTHUMAIHOM CIIy4a]y KOPHUCHUK
MPUAPYKYje OHOM YCIIOCTaBJBEHOM PECYPCY 3a KOjer je BPEAHOCT NMPUOPHTETa HajMama. bpoj
YCIOCTAaBJLEHUX pecypca Mopa OUTH jeTHaK yHanpen pukcupaHoMm Opojy, a CBAKOT KOPHUCHHUKA je
MOTPEOHO TOJCITUTH TAYHO jeJTHOM PECYpCy TaKo JIa je YKYyIHa [eHa MPUAPYKHUBama (KOPUCHHUKA
KOjU Cy MY JIOJIEJbeHH) HEKOM pecypcy HajMama Moryha. 3a gaTi MoJiel IpuKaTaHa je OCHOBHA U
pobOycHa Qopmynanuja, mpu K0joj Bapupajy LIEHE NPUAPYKMBama. 3a peliaBame mpodiieMa
MPEJIOKEH je MEMETHUKH alTroOpuTaM, KOju Ipe/ICTaB/ba XHOPUANU3AIHjy TeHETCKOT aIlrOpUTMa U
QJIITOPUTMA 3aCHOBAHOT HA JIOKAJTHOM MPETPaKMBaKkYy. 3a HHCTAHIIE Koje je Ouio moryhe pemuTu
CPLEX pemaBaueM y pasyMHOM BPEMEHCKOM pPOKY, MpHKa3aHO je oxaroBapajyhe mopeheme
pe3ynTaTa, a 3a ocTalie, IpUKa3aHu Cy pe3ylITaTh MEMETHYKOT alrOpUTMa.
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»Primena matematickog modela: visekriterijumska optimizacija u kontejnerskom
transportu“

Apstrakt. Kontejnerska revolucija rezultirala je velikim promenama u medunarodnoj trgovini i

jedan je od najvaznijih doprinosa globalizaciji svetske ekonomije. U toku poslednjih decenija,

postala je najbrze rastuc¢i segment trzista cinec¢i preko 16 % globalne pomorske trgovine po

zapremini u 2012. dostigavsi vrednost od 155 miliona TEU i 1,58 milijardi tona. [1]

U ovom radu je analizirana intermodalna transportna mreza sa posebnim osvrtom na uvoz

kontejnera sa Dalekog Istoka ka Srbiji. Intermodalnu mrezu ¢ine okeanski deo na kome su

kontejneri transportovani posredstvom najvecih svetskih brodara i kopneni deo na kome su

kontejneri transportovani koriste¢i razli¢ite vidove prevoza. [2]

Osnovni cilj ovog istrazivanja je traZzenje najboljeg reSenja iz niza dopustivih reSenja u smislu

vi$e usvojenih kriterijuma: minimalno tranzitno vremene, najnizi transportni troSkovi i minimalna

emisija gasova prilikom prevoza kontejnera od Sangaja do Beograda. U studiji smo razvili multi-
objektni optimizacioni model, programiran u MATLAB-u, prikazuju¢i najoptimalniji put za uvoz
kontejnera u Srbiju. Razvijeni matematicki model nam daje mogucénost posmatranja Citavog
opsega reSenja, kao 1 moguénost njihovog rangiranja, ¢ijim se odabirom vrSi jednostavna
selekcija grupe najoptimalnijih reSenja, posmatraju¢i istovremeno minimizaciju tranzithog

vremena, transportnih troskova i emisije gasova. [3]

Model odgovara razli¢itim zahtevima kupaca obzirom da neki zahtevaju nize troskove transporta,

dok su drugi orijentisani na minimizaciju i brze vreme isporuke, uzimajuci u obzir sve vaznije

pitanje odrzivosti zivotne sredine, minimizacijom emisije gasova. Matematicki model veliku
primenu nalazi u praksi, ¢ijom jednostavnhom primenom transportne kompanije mogu pratiti
konstantne promene na trziStu sa posebnim osvrtom na odrzivost ekosistema.

Kljucne reci: kontejnerski transport; viSekriterijumska optimizacija; matematicki model.
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Dragan Vidakovié, Gimnazija lvanjica
Dusko Parezanovi¢, Gimnazija Ivanjica

wZastita integriteta podataka u praksi*
Apstrakt. Integritet i tajnost podataka se najbolje Stite sopstvenim alatima. Da bi alati bili
kvalitetniji potrebno je pospeSiti interes za kriptografiiju. Najbolji put za to je kodiranje
kriptografskih algoritama. To je razlog §to smo odlucili, u ovom radu, da prikazemo digitalni
potpis poruke.

RSA i Elliptic Curve Cryptography-ECC su vodeci kriptosistemi javnog klju¢a. U osnovi
RSA je problem faktorisanja velikog celog broja koji je proizvod dva prosta broja. Kako postoji
subeksponencijalan algoritam koji ga reSava potrebno je, za vecu sigurnost, uzeti veci broj. To
zahteva vecu upotrebu svih resursa (energija, memorija...) Sto ne odgovara modernim
telekomunikacijama (bezi¢nim (senzorskim) mrezama...).

ECC se zasniva na teSko reSivom problem nalaZenja diskretnog logaritma na elipticnoj
krivoj . PoSto ne postoji subeksponencijalan algoritam koji ga reSava a zahteva i1 znaajno manje
resursa National Security Agency-NSA [1] je preporucila zamenu RSA sa ECC.

Pored efektivnog potpisivanja poruke, uporedicemo i vremena potrebna za postizanje
istog nivoa sigurnosti. Ukazacemo na moguc¢nost skrac¢enja vremena generisanje velikog prostog
broja sto je od znacaja za oba kriptosistema. Posto se potpisuje hash vrednost poruke
prilozi¢cemo izvorni kod za SHA-1 §to moze biti inspirativno za one koji Zele da po¢nu da se bave
kriptografijom.

Kljuéne reci: Kriptosistemi javnog klju¢a; Digitalni potpis; Poredenje

Bibliografija
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Dorde Barali¢, Matematicki institut SANU, Beograd

» Cinderella - istraZivanje, popularizacija i vizuelizacija matematike“
Apstrakt. Cinderella je matematicki softver za dinami¢cku geometriju koji omogucava
simuliranje eksperimenata u fizici i astronomiji, radu sa algoritmima i grafovima, kao i brojne
druge matematicke alate. Prevashodno ga Kkarakterise jednostavnost za Kkoris¢enje, a u
kombinaciji sa naprednijim matemati¢kim idejama moguce je realizovati veoma interesantne
eksperimente, animacije i na jedan kreativan nacin Koristiti za istrazivanje i vizuelizaciju u
matematici kao i njenu Siru popularizaciju
Kljuéne reci: Cinderella; matematika; vizuelizacija; animacija; popularizacija.
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Manuela Muzika Dizdarevi¢, Prirodno-matematicki fakultet, Sarajevo
Rade T. Zivaljevi¢, Matematicki institut SANU, Beograd

wSimetri¢na poplo¢avanja tribonima i Grobnerove baze“
Apstrakt. U ovom radu je primjenjena teorija Grobnerovih baza na rjeSavanje problema signed
poplocavanja ograni¢enih regiona u heksagonalnoj resetki u ravni koja su invarijantna u odnosu
na djelovanje grupe rotacija za ugao od 120°. Unaprijeden je poznati rezultat Conwaya i
Lagariasa o signed poplo¢avanju tribonima trougaonog regiona Ty U kojem se tvrdi da je
poplo¢avanje moguce ako i samo ako je N = 9r ili je N = 9r + 8 pri ¢emu je r nenegativan cio
broj. Ovdje pod tribonom smatramo tri vezane susjedne ¢elije u heksagonalnoj resetki. Problem
poploc¢avanja regiona u ravni sveli smo na algebarski problem pripadnosti polinoma
odgovaraju¢em polinomijalnom idealu. Pri rjeSavanju problema pripadnosti idealu
koristili smo rezultate Grobnerove teorije prilagodene za prstene polinoma nad domenima
jedinstvene faktorizacije, $to je u konkretnom slucaju prsten cijelih brojeva Z. Tako smo pokazali
da je signed poplocavanje tribonima trougaonih regiona Ty = T5;_; | Ty = T3, U heksagonalnoj
resetki, simetri¢no s obzirom na rotaciju za ugao od 120°, moguce ako i samo ako je N = 27r - 1
ili je N = 27r za neki cio brojr >0.
Kljuéne reéi: Poploc¢avanje; Grobnerova baza; tribon.
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Manuela Muzika Dizdarevié, Faculty of Natural Sciences and Mathematics, Sarajevo
Marinko Timotijevi¢, Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Science,
University of Kragujevac
Rade Zivaljevié, Mathematical Institute SASA, Belgrade

»Signed polyomino tilings by n-in-line polyominoes and Groébner bases“
Abstract. Conway and Lagarias observed that a triangular region T(m) in a hexagonal lattice
admits a signed tiling by three-in-line polyominoes (tribones) if and only if
m € {9d- 1,9d |d € N}. We apply the theory of Grobner bases over integers to show that
T(m) admits a signed tiling by n-in-line polyominoes (n-bones) if and only if
m € {dn?- 1,dn?|d €N}
Keywords: polyominoes, polynominals, ideal, Grdbner bases, remainders.
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Branko MaleSevié, Univerzitet u Beogradu, Elektrotehnicki fakultet
Luka Milinkovi¢, Univerzitet u Beogradu, Elektrotehnicki fakultet

» VeriZni razlomci i primene*
Apstrakt. U radu ¢e se prikazati neki elementi teorije aproksimacija realnih brojeva razlomcima.
Posebno ¢e se razmatrati racionalne aproksimacije realnih brojeva u obliku veriznih 1
meduveriznih razlomaka. Na osnovu tih reprezentacija izloziCe se primene aproksimacija
veriznim i meduveriznim razlomcima na neke poznate i na neke nove primere u akustici,
mehanici, astronomiji i kriptografiji.
Kljuéne redi: Realni brojevi, racionalne aproksimacije,verizni i meduverizni razlomci.
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Katica R. (Stevanovi¢) Hedrih, Matematicki institut SANU, Beograd; Univerzitet u Nisu,
Masinski fakultet
wAproksimativno fenomenolosko preslikavanje“

Apstrakt: Uvodni deo prikazuje najznacajnije delo Mihaila Petrovi¢a, kompleksnu teoriju:
“Elementi matematicke fenomenologije”, a sa posebnim osvrtom na vec¢i broj primera razli¢itih
analogija medu modelima ili dinamikama sistema u razli¢itim nau¢nim oblastima. Te analogije
su: kvalitativne analogije, matematicke analogije, kao i dodatno strukturne analogije, a na
primerima iz teorije elasti¢nosti, dinamike krutih tela i diskretnih sistema, oscilacija mehanickih i
elektricnih sistema frakcionog reda, oscilacije hibridnih sistema. Daju se teoreme o promeni
ukupne energije sistema frakcionog reda i veze sa generalisanom funkcijom disipacije energije
frakcionog reda.

Glavni deo izlaganja je usmeren na teoriju i primene aproksimativnog fenomenoloskog
preslikavanja u lokalnoj okolini singularnih ili stacionarnih stanja nelinearnih dinamika sistema
sa ve¢im brojem istih.

Ukazano je na linearno i nelinearno aproksimativno preslkavanja fenomena nelinear
dinamike i metodologiju ispitvanja dejstava nelinearnih fenomena lokalnim aproksimativnim
fenomenoloskim preslikavanjem svojstava singularne dinamike.

Kroz navedene primere, ukazuje se na fundamentalni znacaj dela Mihaila Petrovica,
kompleksnu teoriju: “Elementi matemati¢ke fenomenologije” za integraciju nau¢nih saznanja u
razli¢itim oblastima nauka, samerljiv sa teorijom stabilnosti Ljapunova. IstiCe se znacaj ove
teorije kao moguée baze za stvaranje “minimalnnih” zajedni¢kih osnovnih programa
univerzitetskih studija prirodno-matematickih i tehnickih nauka, na kojima bi se gradili visi
stepeni usmerenih studija prirodnih nauka ili tehni¢kih nauka.

Na kraju bi se prikazao i sadrzaj Specijalnog broja Elsewier-ovog ¢asopisa Non-Linear
Mechanics, koji je u fazi pripreme za Stampu, a posveéen ovoj teoriji Mihaila Petrovica.
Predavac je pozvani gost urednik tog specijalnog broja ¢asopisa.

Hanuen A. Pomano, [legaromku daxynrer, Yausepsurer y Mcrounom CapajeBy

»Konauno xeazu-pezynapne penayuje
Ancrpakr. KBasu-perynapHe W JyalHO KBasHu-perylapHe pejlanuje OBaj ayrop je yBeo U
ananmusupane cy 2013. roguHe. Y 0OBOM TEKCTy YBEJCH W aHAIM3UPAH j€ KOHIENT 'KOHAYHO
JyaqHUX KBa3U-perylapHUX penanuja’.
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Il CEKIIUJA: MATEMATHUKA U UTHOOPMATHUKA Y OBPA3OBABY

Miodrag Mateljevi¢, Matematicki fakultet, Univerzitet u Beogradu

»Fragmenti razmatranja — povrsina, zapremina, duZina, geometrijske nejednakosti“
Apstrakt: U geometriji se definise povrsina figura kao §to su trougao, pravougaonik,
mnogougao. Ako imamo neku figuru koja se moze rastaviti na konacan broj trouglova (takve
figure nazivaju se elementarne), tada je njena povrsina jednaka zbiru povrsina trouglova
(aditivnost povrsine). Ali, sta je povrsina figure ordinatnog skupa funkcije y = x2 nad [0,1]
(povrsina parabole) ili uopste sta je povrsina skupa Ord(f) pozitivne funkcije f:[a, b] = R ?
Kako ordinatni skup nije elementaran i ne moze se rastaviti na konacan broj trouglova, prirodno
je postaviti pitanje: Kako za ovakve figure definisati i izra¢unati povrsinu. Prvo razmatramo
Arhimedovu ideju za izracunavanje povrsine parabole. Dalji razvoj Arhimedove ideje omogucava
da izracunamo povrsine kupe, piramide i torusa. Takode razmatramo pojam integrala i primitivne
funkcije kao i nejednakosti vezane za duzinu i povr$inu figura (izoperimetrijski problem).
Navedimo samo jedan specijalni izoperimetrijski problem (Geringov problem). Ovaj problem
reSio sam 1975: AKo su ¥ iy, ulancane krive u R®na rastojanju 1, dokazati da je duZina svake od
ovih krivih najmanje 2z.
Resenje ovog problema ima veze sa logom IMU (Internacionalne matematicke unije) (videti
takode Borromean prsten).

Ksenija Simié-Muller, Pacific Lutheran University Tacoma, Washington, Sjedinjene Americke
Drzave

»Udcenje matematike kroz vizuelne i fizicke modele: nekoliko primera*
Apstrakt. Znanje matematike pre svega podrazumeva konceptualno razumevanje materijala. Ako
ucenici ne razumeju znacenje ideja koje uce, bice im otezano i koris¢enje procedura koje iz tih
ideja proizilaze, a i dalje napredovanje u matematici. Da bi stekli koceptualno razumevanje,
ucenicima treba pruziti priliku da sami konstruiSu matematicko znanje pre nego Sto nauce
procedure. Pristup koji je ¢esto zastupljen u Sjedinjenim Americkim Drzavama je koris¢enje
modela, bilo vizuelnih ili fizickih; oni se lako mogu crtati ili praviti, ali se takode mogu Koristiti i
ve¢ postoje¢i kompjuterski programi. Jedan od resursa dostupnih korisnicima bilo gde u svetu je
web stranica pod imenom National Library of Virtual Manipulatives, koja sadrzi modele i
propratne aktivnosti za sve nivoe i oblasti Skolske matematike. U ovom radu ¢e se predstaviti
mogucnosti koje ovaj resurs pruza kroz primere primerene osvnovnoj i srednjoj skoli, od
sabiranja decimalnih brojeva, do resavanja linearnih jednacina i rastavljanja polinoma na ¢inioce.
U svim primerima ¢e Se posebna paznja pokloniti konceptualnom razumevanju koje vizuelni i
fizicki modeli omogucavaju.
Kljuéne re¢i: matematicko obrazovanje; konceptualno razumevanje; vizuelni modeli; fizi¢ki
modeli.
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He6ojma BacusbeBuh, MunictapcTBo TproBuHe, Typu3Ma M TEIEKOMYHHUKAIIH]a
» Y1020 npocpamuparea y onuimem oopaszosarpy

AncTpakT: Y cBe BHIIIE 3eMajba PadyyHApCTBO, YKJbYUyjyhil eleMeHTe mporpamupama, mocraje
o0aBe3aH jie0 ommuTer oOpa3oBama. [IpeTxomHu Tanac ykjpydrBama MporpaMupama y 00pa3oBHe
CHCTEME MHOTHX 3€Majba JIECHO CE KpajeM CeIaMJIECETUX W IMOYETKOM OCaMJIECETHUX T'OJMMa,
HaKOH 1ojaBe KyhHUX pauyHapa. Ha moderky hemo mocraBuTu nmuTame 3amITo je MPBU Tajac Ouo
HEyCHemaH W Ja JU y3 JpYyrauydju TNPUCTYI HMIIAK MMa CMHCIA TPOTPaMUpPAE CBPCTATH Yy
OTITEOTPAa30BHU Ca/pikaj. 3aTuM hemo, Kpo3 HHU3 MPAKTUYHHUX MPUMEPa, TMOKYIIATH 3 U3BEIEMO
3aKJby4yaKk Jla MOCTOJU jacaH ONIITEOOpa30BHU CJOj y 3HamWmYy IMporpamMupama U oJrosapajyhu
METO/IOJIOIIKM TPHUCTYIl yYely NporpaMupama KOju HHUje OPHMJEHTHUCAH IPEBACXOJHO IpeMa
MOTeHIMjaTHUM Oynyhum nporpaMmepuma.

Nives Baranovi¢, Filozofski fakultet u Splitu

»Potencijal jednog zadatka izveden na temelju Talesovog teorema o proporcionalnim
duZinama*“
Apstrakt. Talesov teorem o proporcionalnim duzinama u nastavi matematike uvodi se pred kraj
osnovne Skole, najéesce tako da se do formalnog zapisa dolazi intuitivno na temelju mjerenja 1
uspostavljanja odgovarajuéih proporcija, bez strogog dokazivanja, a zatim se primjena teorema
uvjezbava na odgovarajuc¢im, ali vrlo slicnim zadacima. Nakon toga, ovisno o vrsti srednje Skole,
Talesov teorem 1 njegov obrat uvode se (u 1. razredu) formalno, ali na razliite nacine te se
formalno i dokazuje.
Medutim, Talesov teorem iako naocigled jasan, uenicima ostaje nejasan te iako vazan, vrlo brzo
ga zasjene teoremi o sliCnosti trokuta, koji postaju dominantno sredstvo u rjeSavanju brojnih
zadataka. Dogada se da pojedini ucenici 1 Talesov teorem dokazuju primjenom slinosti te se
brzo nadu u zacaranom krugu razmisljanja Talesovog teorema i teorema o sli¢nosti trokuta.
Pri rjeSavanju brojnih zadataka Cesto se naglasak stavlja na odredivanje neke veliine iz
postavljene proporcije, a zatim se nizu sli¢ni zadaci u svrhu uvjezbavanja istog. Umjesto da se,
kada je jedan zadatak ve¢ rijeSen, sagledavaju i druge mogucénosti istog zadatka, kao i zadavanje
istog zadatka na opcenitijoj razini kako bi crpili Sto viSe njegovih potencijala, te razliita znanja
povezivali u funkcionalnu cjelinu.
Cilj ovog rada je ukazati na odredene nejasnoce koje se javljaju pri obradi Taleovog teorema te
usmjeriti pozornost na moguénosti visestrukog iscrpljivanja jednog zadatka.
Kljuéne redi: Talesov teorem; obrat teorema; cirkularno razmisljanje; potencijal zadatka.
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Jparana CranojeBuh, 3aBoj 3a BpeiHOBame KBaIUTETa 00pa30Bama U BaclUTamba,
beorpan

wHHUyujannu mecmoesu 3nara 3a yueHuKe y 0CHO6HOJ wikonu“
AncrTpakTt. Y paay Ccy NMpecTaBJbeHH WHHUIMjATHH TECTOBH 3Hama 3a ydenuke |V, VI u VIII
paspena ocHoBHe Imukoje. OmnucaHa je METOJOJIOTHja TpPUIIPEME TECTOBa, YIIyTCTaBa 3a
nperyieflale M YIYTCTaBa 3a pealnu3alujy TecTupama. llpukazanu cy pesynraTd MpOOHOT
TEeCTUpPAmka, Koje je peanm3oBaHo y Mmajy meceny 2014. roawHe Ha MPUTOJHOM Y30pPKY U
pe3yiITaTH aHKeTe KOjy Cy YUCHHIIM MOIYHaBajl y BE3W ca CTaBOBHMA O TECTY M MaTEeMAaTHIU
yommrte. TecTupame je CIpOBEIECHO Y CBUM OCHOBHUM IKoJiama y PenmyOnuium y centemOpy
2014. ronune.
KibyuHe peun: MHUITMJAIHA TECTOBH; YICHUYKA MTOCTUTHYNA; METOI0JI0TH]ja TECTUParha
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Milena Mari¢, Deveta beogradska gimnazija ,,Mihailo Petrovi¢ Alas*

» Primena automatskih dokazivaca teorema u nastavi geometrije u srednjoj Skoli*
Apstrakt. U okviru ovog rada bi¢e predstavljena paralelna analiza automatskih dokazivaca
teorema integrisanih u sistemima za dinamicku geometriju Geogebra 5 1 sistema GCLC. Poseban
osvrt bi¢e na tome kako se dokazivaCi mogu primeniti u nastavi geometrije u srednjoj Skoli.
Izlaganje se bazira na analizi primene automatskih dokaziva¢a na reSavanje zadataka iz
zbirke za prvi razred srednje Skole. Jedan broj zadataka se direktno moze reSiti primenom
automatskih dokazivaca, na pojedine zadatke se delimi¢no mogu primeniti dokazivaci, dok se na
neke od zadataka iz zbirke dokaziva¢i uopste ne mogu primeniti. U okviru rada smo analizirali
razloge zbog kojih se pojavilo raslojavanje zadataka u pomenute tri grupe. Sa obzirom na to da
automatski dokaziva¢i mogu da reSavaju samo probleme konstruktivnog tipa, prilikom njihove
primene na reSavanje geometrijskih problema znacajnu ulogu igra reformulacija zadatka u obliku
konstrukcije. Jedan od zanimljivih rezultata ove analize jeste da se automatski dokazivadi
izuzetno jednostavno mogu primeniti na zadatke koji se svode na dokazivanje kolinearnosti
tacaka, podudarnosti duzi, dok se zadaci koji zavise od rasporeda tacaka ne mogu reSavati na ovaj
nacin, poteSskoce se javljaju i kod provere jednakosti uglova jer se umesto jednakosti koristi
podudarnost uglova.
Kljuéne re€i: Automatski dokazivaci teorema, nastava geometrije u srednjoj skoli, GeoGebra,
GCLC.
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Igor Banjac, Beogradska poslovna skola
wPojam elipse u srednjoSkolskoj nastavi matematike“

Apstrakt. Iako pojam elipse vazi za standardan u srednjoskolskom obrazovanju gimnazija u
Srbiji, iskustvo govori da to nije slucaj, sto je doslo do izrazaja na ovogodisnjem Drzavnom
takmicenju iz matematike. Veliki broj ucenika pojam elipse ne vidi kao geometrijski pojam, a
prilikom pokusaja geometrijskog razmisljanja ¢esto se na osnovu toga da li tvrdenje vazi za krug
zakljucuje analogno i za elipsu. Ovaj problem nije vezan samo za ucenike gimnazija, posto se
zadaci koji sadrze pojam elipse Cesto javljaju i na prijemnom ispitu za fakultete u Srbiji.
Medutim, 1 t1 zadaci se obi¢no svode na poznavanje i primenu jedne formule, te je sa stanovista
ucenika Cesto 1 poZeljno da elipsu ne posmatraju kao geometrijski objekat.

Cilj rada je da ukaze na ovaj problem 1 predstavi tvrdenja koja je autor koristio da
podstakne u¢enike da u ovoj oblasti razmiSljaju 1 geometrijski i algebarski, kao i1 da im ukaze na
sli¢nosti 1 razlike kruga 1 elipse.

Kljuéne redi: elipsa, krug, celobrojna resetka
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Ilerap OrpusoBuh, ['mmuasuja ,,Pyhep bomkosuh®, beorpan

»» OCHOBHU 2eoMempujcKu 00jekmu npomue cKynoea mauaxa“
AmnctpakTt. Y pany je aHaiu3upaH Baxkehun HacTaBHM IUIaH MpeAMeTa MaTeMaTHKa 3a MeTH
paspen ocHoBHe mikosie y PemyOmumu CpOuju. HaummeH je ocBpT Ha oOum mpeaBul)eHHX
caaprkaja, a moceOHO je carjielaHo yBol)emhe OCHOBHHX ITOJMOBA U3 FEOMETPH]E.
ToxoM mpeTxoaHuX JeleHnja, Y OKBUPY 00pa30BHUX peopMU, HAUUIbEHE CYy U3MEHE Y IIaHy 3a
MIETH pa3pell, HEKH CaJpKaju Cy YKIOIEHHU, a HEKU Cy IMpeTprenu Mame u3MeHe. Tako je, Ha
npumep, tema ,,CKynmoBU Tadaka’ MpeMMEHOBaHa M caja ce 30Be ,,OCHOBHHM T€OMETPH)CKU
o0jektn”. YnHU ce nma je oBo ypahhleHO ca HamMepoMm Ja ce HM30EeTHE CKYINOBHA HOTaldja y
reomeTpuju. Mnak, netajbHOM aHAIM30M ylIOeHUKa (Koje ¢y 0100prmiim MHUHUCTapCTBO MPOCBETE
1 HanmoHamHu mpocBeTHU caBeT) MOXe ce oM U 70 Apyrayujux 3akjbydaka.
[ums pama je na ce HAacTaBHUIIMMA MaT€MaTHKE Y OCHOBHHUM IIKOJaMa CKpEHE Maxmka Ha
HEJOCTEIHOCTH Yy BakeheM HACTaBHOM IIaHy Kao M y ylOeHuIuMa 3a MeTH pa3pel, U Ja ce
MOKpEeHEe TUCKyCH]ja Ha TeMY cariie/iaBamba F€OMETPHJCKUX 00jekaTa Kao CKyloBa Tayaka.
Kiby4He peun: HacTaBHU IUIaHOBU, OCHOBHH I'€OMETPH]CKH 00jeKTH, CKYITOBU Tadaka.



Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matemati¢ki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2014, Vol. V(1)

Ilerap MesentujeBuh, Yuusepsuret y beorpany, Maremarnuku (axkynret
Muaan KuBanoBuh, Bricoka nkosia cTpyKOBHUX CTy/Hja 3a 00Opa3oBame Bacnurada
Kpymesan

» Ipazom jeonoz 3aoamka o eekmopuma*
AncrpakT. Merona pemaBama mnpoOieMa Ha BUIIE HAYMHA je jeqHA OJ1 HAjIpPOITYKTHBHHJUX
MeTona ydema maremaTtnke. O HBEHOM 3Haudajy aupMaTUBHO Ce W3jallllbaBa0 M jeAaH O
HAjyTUIAJHUJUX ayTopa W3 O0JIacTH HacTtaBe Maremaruke mpouutor Beka bepl Iloja. Ilopen
M3Y3€THOT YTHIaja HAa Pa3BOj MUCAOHUX OIlepallfja U MaTeMaTHYKOT MHUILBEHA, OBA METO/A j&
KOpHCHa U 300T OTKpHBama Be3a u3Mel)y pasnuuuThX MaTeMaTuykux objacT. 3Hama A00HjeHa
Ha Taj HaYMH Cy TpajHUja U JIaKlle ce yBuha HUXO0BAa MPUMEHJBUBUCT y JIPTUM CUTyalujama. ¥
OBOM pajy MOMEHYTy MeToAy heMo 000oraTuTH joul jeTHUM KOHKPETHHM MPUMEPOM U3 TEOpHje
BEKTOpA Y CPEHOIIKOJICKO] HACTaBH.
Kiby4He peun: BekTopH; IpaBuiiaH ETOYrao; peuiaBame npodaemMa Ha BUILE HAUYMHA.
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Ivana Doki¢, Fifth School of Economics “Rakovica”, Belgrade
Milena Zivoti¢ 1li¢, Fifth School of Economics “Rakovica”, Belgrade
Lilian Wieser, University of Applied Arts, Vienna, Austria

,»Coding and decoding crocheting patterns of Regular Polygons
Abstract. Crocheting patterns have algorithms in it’s core. During our exploration of algorithms
for crocheting Regular Polygon Shapes we realized the importance of visualization prior to
crocheting, since drawing or imagining is not enough for students. This paper is dedicated to
coding of algorithms and animations of crocheting mathematical models. We made a general
formula for crocheting perfect regular polygon with n sides. Using Processing programming
language, we made an animation of making a perfect polygon, iteration by iteration. It serves as
help for students for perceiving sort of tessellation, since one can see the polygons spreading
through a plane in a special, concentric form. Since we strongly believe that each moment in the
process of making is important, our aim is not automatisation of a crocheting. In this paper we are
also, at the end, emphasizing the importance of manual work and handcraft from different
perspectives - cognitive, psychological and physiological.
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Ivan Obradovié¢, Ranka Stankovié, Marija Radoji¢i¢, Univerzitet u Beogradu, Rudarsko-
geoloski fakultet

»OER obrazovni sadrzaji kao spona izmedu akademskog i preduzetnickog znanja“
Apstrakt. Cilj ovog rada je da ukaze na moguénosti i prednosti koje nude slobodni obrazovni
materijali (Open Educational Resources - OER), kao i da ponudi koncept sistema koji omogucava
njihovo kreiranje, publikovanje i pretrazivanje. Koncept se razvija u okviru Tempus projekta
"Spajanje akademskog i preduzetnickog znanja kroz tehnoloski potpomognuto ucenje" (Blending
Academic and Entrepreneurial Knowledge in Technology Enhanced Learning - BAEKTEL) u
koji je uklju¢eno Sest univerziteta sa Zapadnog Balkana, tri iz Evropske unije 1 dve vodece
privredne kompanije. Jedan od osnovnih zadataka projekta je da se kreira meduuniverzitetska
mreza repozitorijuma koji ¢e sadrzati razliCite vidove slobodno dostupnih obrazovnih sadrzaja u
elektronskoj formi, poput elektronskih kurseva, prezentacija, udzbenika, skripti, video
obrazovnih sadrzaja i1 drugih obrazovnih resursa. Bife predstavljena edX platforma koja
omogucava kreiranje ovakvih sadrZzaja sa posebnim osvrtom na didaktiCke zahteve koji se
postavljaju pred kreatore obrazovnih materijala. Svi obrazovni sadrzaji u okviru mreze bice
opisani pomoc¢u metapodataka, a njihovo pretrazivanje bi¢e omoguceno na portalu projekta. U
radu ¢e biti opisani 1 neki drugi znacajni ciljevi projekta kao $to su koris€enje pomenutog
koncepta za uspostavljanje veze izmedu teorije i prakse, osavremenjivanje i prilagodavanje
nastavnih sadrzaja, kao saradnju izmedu visokoobrazovnih institucija 1 kompanija iz privrede.
Kljucne reci: OER, elektronski obrazovni materijali, edX, elektronsko ucenje.

Valentina Kosti¢, Gimnazija Pirot
Tanja Sekuli¢, Visoka tehnicka Skola strukovnih studija, Zrenjanin

» UCenje po Poljinim principima u GeoGebra okruZenju“
Apstrakt. GeoGebra je softver koji se sve viSe primenjuje u nastavi i u¢enju matematike. Zbog
dvostrukog prikaza matemati¢kih objekata, algebarskog i geometrijskog, GeoGebra je mocan
kognitivno-vizuelni alat. Njeno vizuelno, dinami¢no i interaktivno okruzenje pruza Siroki spektar
mogucénosti u obja$njavanju, istrazivanju i modeliranju matemati¢kih koncepata i njihovih
medusobnih odnosa. Poljin model reSavanja problema i principi heuristicke nastave su
kompatibilni sa GeoGebrom. Primenom ovog edukativnog softvera, uz adekvatna didakticko-
metodicka reSenja, nastavnik moze da kreira okolinu za ucenje koja podstiCe i usmerava ucenike
da istrazuju, otkrivaju i kroz sopstveno iskustvo dolaze do novih saznanja. U radu je prikazana
mogucnost didakti¢kog oblikovanja koncepta lokalnih ekstremnih vrednosti funkcije u GeoGebri,
po Poljinim principima. Dinamicki radni listovi, koje prikazujemo, pripremljeni su tako da
ucenici mogu samostalno da istrazuju i kreiraju svoj put kojim dolaze do novih saznanja.
Kljuéne reéi: GeoGebra; vizuelizacija; Poljin model reSavanja problema; ekstremne vrednosti.
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Joana JezqumupoBuh, ['eol'ebpa Llenrap beorpan
Caasuma PagoBuh, ['eol’'ebpa Llenrap beorpan
Mupocaas Mapuh, Yuausepsurer y beorpany, Maremaruuku dakynrer

wleol'ebpom Kpo3 ceem mamemamuke*
Amncrpakt. VY oBoM paay he OuTu mnpukasaHu pe3yiTaTH HCTpakuBamba O CTaBOBUMAa U
npoeCHOHAIHUM KOMITETeHIIMjaMa HacTaBHMKAa Martematuke 3a kopumheme WKT-a y
HacTaBHOM mpouecy. CrnpoBefieHa Cy KBaJIMTAaTUBHA U KBAaHTUTATMBHA HCIHUTHBaWba BE3aHa 3a
yJIOTy HAcTaBHUKA Yy TPaJWIMOHAIHO] U e-HacTaBu kao W ynoTpedy WMKT-a m mporpamckor
nakera ['eol'eOpa Ha yacoBuMa marematuke. McTpakuBamwa UMajy 3a LIMJb J1a TMOKAXYy Ha KOJU
Ha4YMH U y KOJO] MEpH CY PA3JIMKe y CTaBOBHMMAa HaCTaBHMKA O IIPUPOJU MOJy4aBamka, YBEPEHA O
eUKacHO] HACTaBHO] TpakCH W Kopuiihewy TpaauluoHATHUX u/uau caBpemenux WKT
HacTaBHHUX cpejcTaBa Mel)ycoOHO moBe3aHe, Kao U Koja BpcTa Mpo(eCcHOHAIHOT ycaBpIllaBama je
HacTaBHUIMMa MaTeMAaTUKe HaJIOTPEOHHU]a.
Kibyune peun: I'eol'eOpa; UKT; HacTaBHUITM MaTeMaTHKe.

Tarjana CrankoBuh, Mapjana Maprunos-Ileperu, Jesena Mubnh, Enekrporexanuka
mkoia “HukonaTecna”, Ilandaeso

wMamemamuka - 0a 3nam, oa pazymem u oa ymem
Ancrpakr. MckycTBO HaMm yka3yje Ha TO Jia BEIMKH OpOj y4eHHKa IMOCeayje MPOIEeaypaTHO
(amropuTamMcKo), aid He W KOHIIENTYaJHO OJHOCHO ()YHKIIMOHAIHO 3Hame maremaruke. Jla Ou
YUYEHHUIM CTEKIM M KOHIENTyallHa OJHOCHO ()YHKIMOHAJTHA 3Hamka HEONXOJHO je KpeupaTu
HacTaBHA OKpYyXema Koja he o] yueHMKa 3aXTeBaTH JIMYHO aHTaXXOBaWkE U MPUMEHY CTEYEHOT
3HaWka MPUWIMKOM pellaBamba MPaKTUYHUX MpodjeMa y pa3iMuuTUM KOHTEKCTUMa. Y pany je
OMHCAaH aTUIHMYaH METOJOJIONIKM MPUCTYN HACTaBU MaTeMaTHKe MPHJIMKOM 00pajie HaCTaBHUX
JeIMHUIIA KOje€ C€ OJHOCE Ha NPHUMEHY METOJa pelllaBama CHUCTEMa JIMHCAPHUX jeHaYMHA.
[TpukasaHo je KaKo Cy yUeHHIIH MPBOT paspena cpeame crpyune mkoje (ETII “Hukona Tecma”,
[TanyeBo) pemaBajyhu mpakTuuHe MpoOieMe y OKBHpPY HacraBe Maremaruke, OcHOBa
enekrpoTexHuke, [Iporpamupama, Pauynapctsa u nundopmatuke, napajiesiHO yCBajalau 3Hamba U3
OBUX JWCUUIUIMHA Tj. OBJIaJajid pa3IMYUTUM METoJaMa pellaBama CHCTEeMa JHMHEapHUX
jemHaurMHa peniaBambeM MpolieMa M3 CBaKOJHEBHOI JKMBOTA, ald U CTPYYHHX Mpodiema
(mpumenom Kupxodosux mpasuia), nporpamupamem y Free Pascal-y, pagom y I'eorebpu u
EWB-y (Electronic Workbench Bep.5.12.), kako cy oBa cTedyeHa 3Hama HPUMEHHIH y CTPYIH
MPUJIMKOM aHalIM3€ TEOPHJCKMX U MPAKTHYHUX pe3ylnraTa JA0OHjeHHX CHUMYJAIfjoM
excriepuMmenara. OBakaB MPHUCTYN HACTaBU IpeBa3uja3u TpaJullMOHAIHEe OKBHpe Oa3upaHe Ha
Kopenauju Mel)y mpeaMeTuma U J0JaTHO MOTHBHIIE YISHHUKE Jla aKTUBHO YYECTBY]Y Y IpoLecy
CTHIIaha 3HAMbA.
KibyuyHe peuu: akTuBHO Yyuewe, (GYHKIMOHAHO 3Hame, oOpa3oBHU codTBEp, CHUCTEMHU
JTUHEApHUX jeTHAaYNHA
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3opuna MapunkoBuh, 3emMyHcka rUMHa3Mja
wMana 30upka onacnux 3aoamaxa‘

AmnctpakT. “ Mana 30upka OIMacHUX 3a7araka “ je pe3ylTaT UCTPAKUBAKa YUYCHHUKA MPBOT
pa3pena 3eMyHCKe THMHA3Hje Ha TeMY IMPUCYTHOCTH MAaTEMAaTUKE y CBAKOJHEBHOM YXHBOTY, a y
OKBHpY HacTaBHe TeMe [IponoprimoHaiHocrT.

30upka ce cactoju ox 13 omaOpaHumx 3ajaraka 4YMju je cajapikaj BE3aH 3a TyMadcwmhe
yIyTCTaBa Ha amOalaxd, padyHame IOMyCTa Ha pPEKIaMHpPaHUM IPOU3BOJMMA, [E3UUKE
HEJIOYMHUIIE M cIu4HO. Pemiema OBHUX 3ajaTaka Cy MOHEKaJ CMEIIHA U 3aBHCE O] TyMayerma
TEKCTa, HeKa/la HUCY Moryha aii ce y CBaKOM O] ’bUX MOTy MpoHahM | JUCKYTOBAaTH Ha MPBU
TIOTJIE] CTIOPEAHH TIapaMeTpH: KaKaB jeé XeMHJCKU cacTaB, 3allITO jeé HEKU TEKCT MHUCAH CUTHUM
CJIOBHMaA, Ja JIK je Moryhe KymuTu yapare Ha KOMaj, Ja JIM je IleHa MPUXBaT/bUBHja aKO ce
3aBpiraBa MUGpom 9, Kako IIaTUTH TauaH U3HOC U CITUYHO.

Jlonum cMO 10 MHTEPECAaHTHUX 3aKJbydaka, Kao Ha MpUMeEp Ja je CHWKEHE U Behe Hero
IITO MUIIE Ha peKJIaMHU WM Jla HE TOCTOje OJroBapajyhe HOBUaHHWIIE KOjUMa OMCMO MOTJIH
MJaTUTH TadaH w3HOC. OBakaB Ha4YMH Yyuewma e M3y3€THO KOPHUCTaH jep Kpo3
WHTEPAUCIUIUIMHAPHOCT  pa3BHja KPUTHUYKO MHUILBEHHE W TPAHCBEP3ATHE KOMIICTCHIIH]E,
MarTepujal KOJU CE€ KOPHCTH JOCTyNaH j€ CBUM Yy4YEHUIIMMAa W MOXE Ce€ YIMOTpeOuTH Ha
pPa3IMYUTUM HUBHMA, OJ1 MHKITY3UBHOT 00pa30oBama 0 BPJIO CIOKEHUX HCTPAKHUBAbA.
KibyuHe peun: mpolieHaT, MpoTopIirja, TPAaHCBEP3aTHE KOMITETCHIIH]E
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11l CEKIHUMJA: HAYYHOUCTPAKUBAYKU U CTPYUYHU PAJI CTYJAEHATA

Pavle V. M. Blagojevié¢, Rheinische Friedrich-Wilhelms Universitdt Bonn; Freie Universitét
Berlin; Matematicki institut SANU

,» Tverberg's theorem strikes back“
Abstract: Many of the strengthenings and extensions of the topological Tverberg theorem can be
derived with surprising ease directly from the original theorem: For this we present new proof
technique that combines a concept of "Tverberg unavoidable subcomplexes™ with the observation
that Tverberg points that equalize the distance from such a subcomplex can be obtained
from maps to an extended target space.
Thus we obtain simple proofs for many variants of the topological Tverberg theorem, such as the
colored Tverberg theorem of Zivaljevic and Vrecica (1992). We also get a new strengthened
version of the generalized van Kampen-Flores theorem by Sarkaria (1991) and Volovikov (1996),
an affine version of their "j-wise disjoint™ Tverberg theorem, and a topological version of
Soberon's (2013) result on Tverberg points with equal barycentric coordinates.
(Joint work with Florian Frick and Gunter Ziegler)

Auekcanapa Pocuh, 3aBoj 3a BpegHOBame KBAIUTETAa 00pa3oBamka M BaCIIUTamka

»0Ojnepoe npoonem 36 opuyupa, ramuncku Keaopamu u yHueep3anina anzeopa‘
Ancrpakrt. VY paay cy NpeAcTaB/beHW WHHUIMJATHU TECTOBU 3Hama 3a yuenuke 1V, VI u VIII
pazpena ocHoBHe Mmikoje. OnucaHa je METOAOJOTHMja NpUIIpEME TEecToBa, YIyTcTaBa 3a
mperjename W YIyTcTaBa 3a peaju3alujy TecTupama. [Ipukazanu cy pesyiaratd HpoOHOT
TeCTHpama, Koje je peann3oBaHo y Majy mecerny 2014. roguHe Ha TPUTOJHOM Y30pPKYy H
pe3ynTaTH aHKeTe KOJy Cy YYEHUIM MOIMyHaBald Y BE3M ca CTaBOBMMAa O TECTY M MaTeMaTHULU
yommrte. TecTupame je CIpoBEACHO Y CBUM OCHOBHHMM IKoJama y PenmyOmunm y centeMOpy
2014. roguue.
Kiby4He peun: WHUIMjAIHU TECTOBU; YUEHUYKA MMOCTUTHYha; METOI0I0THja TECTHPAha
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Jbyouna Muxuh, Yausep3uter y beorpany, Maremaruuku ¢axynrer; Bucoka TexHonomka
IIKOJIa CTPYKOBHHX cTynuja, [llaban
Aunexcangap IlejueB, Yausepsurer y beorpany, Mamunncku gaxynrer

»Ouena epemke Gauss-Lobatto keadpamyprux popmyna y oonocy na Chebyshev-sese
medcuncke Qoynkyuje opyze, mpehe u uemepme epcme
AncTpakT. Y 0BOM palxy pa3MarpaMo anpoKCHMaIlMjy HWHTerpana (QyHKIHje, aHATUTHUKE Yy
00JTacTH KOMILJICKCHE paBHH KOja je OrpaHHYeHa enurncoM ca ¢okycuma *1, y ogHOCy Ha
Chebyshev-speBe Texxuncke dhyHkuuje npyre, Tpehe u 4eTBpTe BPCTE U €a JBOCTPYKUM YBOPOM Y
Kpajwoj Tauku -1. McmuTyje ce MakCMMyMmM MoOAyla je3rpa y HHTErpajHO] penpe3eHTaluju
ocratka Gauss-Lobatto kBamparypue dopmyne. Gautschi y [1] ekcrumuiutHO GopMyIHUIiIe
KOMILICKCHA je3rpa kao (yHKIWje Tpu NMpoMeHJbuBe y omHocy Ha uetupu Chebyshev-ibese
TeKHHE TPU YEeMy je JeTaJbHO INPOYYeHO IMOHAIIAlke MOJYTa je3rpa camMo y ciydajy TpBe
TeXHHE, JIOK Cy 32 OCTajie TPU IMOCTaB/haHE XUIIOTE3€ 3aCHOBAHE HA HyMEPUYKUM Pe3yITaTUMAa.
Kopucrehu merone cnuune oHMMa Koje cy pukasaHe y [2], Ha enurcu je Mmoryhe oJipenutu
TayaH T0JI0)Ka] MaKCHMyMa MOJyJa je3rapa Koja OAroBapajy W OCTAIUM TEXKHUHCKUM
¢dbyakrjama. 300r KOMIUIEKCHOCTH €KCIUTAIUTHOT W3pasa, Je3rpo HajIupe YOIIITEHO O3HAYMMO

ab AB . ..
ca const - —, a 3aTUM Ca CONSt + —— BPEIHOCT Je3rpa y Taukh y K0JO] XMIOTe3a TBP/M 1a Ce

. ab AB
JOCTI)KE MaKCHUMyM. 3aThM, Tojiazehu o HEjeTHAKOCTH — < 5> 3laTaK CBOJMMO Ha

HCIIUTUBAE HEraTuBHOCTHU u3pasa I(p,o,n) = abCD — ABcd. Onpehenum
Tpanchopmaijama u3pa3 | mocraje moNMHOMHjaJlaH TIO MPOMEHJBHBO] P, Ma HAM3MEHHYHO
¢dukcupajyhu ocrtane mpoOMEHJbHBE, aHAIM3WPajyhu acHMNTOTCKO MOHAMIAke U KOCPHUIHUJCHTE
JaToT MOJHMHOMA, I00Mjajy ce pe3yaTaTtu Koju moTBphyjy Gautschi-jeBe xumorese HaBeaene y [1].
Kbyune peun: Gauss-Lobatto kBagpatypue dopmyne; Chebyshev-mseBe Tekuncke dyHKImje;
HHuTterpanna penpeseHTanyja octaTka kBaaparypae ¢opmyse; OreHa rpemike.
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Marko Milosevié, Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet

wHibridizacija biometrijskih metoda u cilju identifikacije osoba*“
Apstrakt. Racunarska identifikacija osoba je proces kojim masina dovodi u vezu akcije korisnika
sa ranije dostupnim podacima o njemu, u bazi podataka. Narocito je znacajna u obezbedivanju
objekata od neautorizovanih upada. U ovom radu je predstavljena moguénost kombinovanja
veceg broja biometrijskih metoda identifikacije osoba sa ciljem prevazilazenja ograni¢enja
pojedina¢nih  procedura. PredloZeni sistem kombinuje prednosti pouzdanosti metode
identifikacije pomocu skeniranja otiska prsta sa brzinom izvr$avanja i lako¢om implementacije
metoda prepoznavanja lica. Automatizovani metod racunarske identifikacije prepoznavanjem lica
postavljanjem kamera koje ne zahtevaju interakciju korisnika, i u realnom vremenu obraduju
podatke, je moguée kombinovati sa maksimalnom preciznos¢u analize otiska prsta, kako bi bio
otklonjen nedostatak prvog metoda, pouzdanost. Istovremeno se broj slu¢ajeva u kojima korisnik
identifikuje vremenski zahtevnim metodom skeniranja otiska prsta svodi na minimum. Rezultati
istrazivanja pokazuju da je mogucée podesiti model algoritma za prepoznavanje lica tako da se u
zahtevanoj meri elimini$u sluc¢ajevi neopravdane autentifikacije korisnika, uz povecanje broja
odbijenih fotografija. Primena metoda analize otiska prsta u takvim specijalnim slu¢ajevima
eliminiSe nedostatak prvog sistema, bez znaCajnog rasta prose¢nog vremena potrebnog za
identifikaciju.
Kljuéne redi: Identifikacija osoba; prepoznavanje lica; analiza otiska prsta; bezbednost

Irena Milinkovi¢, Univerzitet u Beogradu, Fakultet organizacionih nauka
Luka Milinkovié¢, Univerzitet u Beogradu, Elektrotehnicki fakultet

wJedan pristup za formiranje sigurnijih lozinki analizom napada re¢nikom “
Apstrakt. Privatnost podataka i pravilan izbor lozinki nije viSe vazan samo za specijalne sluzbe,
kao S§to su vojska i policija, ve¢ svakome ko Koristi raCunare, mobilne uredaje, e-mail,
elektronsko bankarstvo i druge sli¢ne servise. Da bi se ta¢no definisali uslovi, koji su potrebni da
se formira sigurna lozinka neophodno je analizirati, koji je sve napadi mogu ugroziti. Tek nakon
toga se pristupa odbrani od takvih napada pravilnim izborom lozinki. U radu je prikazana analiza
kriterijuma, predlozenih od strane autora, koje treba poStovati pri izboru lozinki da bi one bile
otporne na ve¢inu poznatih tehnika napada. Akcenat je stavljen na napad re¢nikom, kao jedna od
najéesée koris¢enih pri nasilnom otkrivanju lozinki. Cesto pominjano pravilo: ,,Sigurna je samo
lozinka koja se sastoji od cifara, simbola, malih i velikih slova.” nije jedini uslov za sigurnu
lozinku. Cak se moZe re¢i da ovo pravilo garantuje formiranje najkomplikovanije lozinke, koju
je, nekada, tesko i zapamtiti. Postoje i neki drugi uslovi, koji, ako se ispune, mogu da obezbede
zahtevanu sigurnost lozinke, koja se ne sastoji od nasumi¢no izabranih karaktera, pa ju je lakSe 1
zapamtiti. Kako do¢i do ovakve lozinke predstavljeno je detaljnom analizom njihove duZzine 1
skupova karaktera koji se pri tom koriste. Pomo¢u kombinatorike, preko formula i grafika, bice
pokazano da se razli¢itost lozinki ne moze opisati samo preko varijacija, ve¢ se u racunu moraju
koristiti i kombinacije.
Kljuéne redi: Autentifikacija, kombinatorika, lozinke, napad re¢nikom, zastita privatnosti.
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Miodrag Zivkovié, Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet
Porde Staki¢, Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet

»Kriptoanaliza Sifre EQ“
Apstrakt. EO je algoritam koji se koristi za Sifrovanje u okviru standard blutut (Bluetooth).
Blutut je standard za bezicnu komunikaciju raznih uredaja, najcesc¢e mobilnih telefona, bezi¢nih
slusalica, stampaca, koji omoguc¢ava tim uredajima da medusobno komuniciraju. Sama EO je
lan¢ana sifra koja se sastoji od cetiri pomeracka registra sa linearnom povratnom spregom
razli¢ite duzine, koji se kombinuju sa kona¢nim automatom. U radu se prikazuje i arhitektura
bezbedonosnog sistema u okviru standarda blutut.
Specifikacija algoritma za Sifrovanje EO iz rada [25] je programski realizovana, u programskom
jeziku C, $to je provereno pomocu vise test vektora koji su dati u specifikaciji blutut-a verzija 1.1
[3]. U radu se opisuje i realizuje napad na EO, pri ¢emu se zbog sloZenosti napada kao celine (285
koraka), realizacija moze prakti¢no izvr$iti za umanjenu verziju algoritma EO. U kriptoanalizi se
bavimo napadom sa poznatim otvorenim tekstom gde se pretpostavlja da je poznata odredena
koli¢ina neSifrovanog teksta a zadatak je da se rekonstuiSe ostatak otvorenog teksta koji nije
poznat. U konkretnom slu¢aju, napadu na Sifru EO, primeni¢emo tzv.pretpostavi i odredi napad
gde se pretpostavlja inicijalno stanje konacnog automata i sadrzaj pomerackog registra najkrace
duzine. Pokazuje se da se nakon reSavanja sistema linearnih jedna¢ina po modulu 2, u 2% koraka
dolazi do pocetnih stanja svih pomerackih registara Sifre EO.
Kljucne reci: Kriptoanaliza; Bluetooth; Sifra EO.

Bibliografija
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Nikola M. Peri¢, Khaoticen, Beograd

»wPERT metodom do uspesnijeg upravljanja istraZivackim projektima*““
Apstrakt. Primene matematike su, danas, brojne, a njena sveprisutnost je na zavidnom nivou i u
nauci o upravljanju. Za planiranje i kontrolu vremena potrebnog za realizaciju projekta razvijen
je skup metoda iz domena primenjene matematike koje se jednim imenom nazivaju tehnike
mreznog planiranja, a koje se oslanjaju na teoriju grafova. PERT, kao tehnika mreznog
planiranja, nejceS¢e se koristi u upravljanju istrazivaCkim i razvojnim projektima u oblasti
informaciono-komunikacionih tehnologija, sa naglaskom da je primenljiva i na projekte iz drugih
naucnih oblasti. Predmet ovog rada je prikaz koriS¢enja PERT metode, sa aspekta upravljanja
projektima, u situacijama kada je nemoguce deterministicki odrediti potrebno vreme za
realizaciju projekta, ve¢ se pribegava probabilistickom pristupu.
Kljuéne reéi: PERT metoda; upravljanje vremenom; istrazivacki projekti; razvojni projekti.
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Mladen Vidi¢, Saobracajni fakultet Doboj

» ViSekriterijumsko odlucivanje metodom AHP — definicija, reSavanje i primene*
Apstrakt. Visekriterijumsko odlu¢ivanje po jednoj ili vise ciljnih funkcija ima neprekidnu
primenu u realnom Zivotu, u poslovnim primenama i tehnologijama. Matematika je idealan alat
za precizno formulisanje i reSavanje zadataka odlucivanja. Prakticni problemi odlucivanja se
naj¢esce opisuju u objedinjenoj formi kao zadaci optimizacije jedne ili vise ciljnih funkcija uz
skup ogranitenja definisanih sistemom linearnih (ne)jedna¢ina. Kona¢an skup vrednosti u R" u
kojem vaze ta ogranienja oznacavamo P. Definisanje skupa ograni¢enja pomocu sistema
linearnih nejednacina Cesto nije dovoljno za prakti¢ne zadatke odlu¢ivanja. Ovome se dodaje
jedna ili vise finkcija C(x1,x2,...,xn) definisane eksplicitno, koje treba pozicionirati u nekom
grani¢nom polozaju na skupu dopustenih reSenja, obi€no minimizirati ili maksimizirati, na skupu
P dopustenih reSenja odredenom ograni¢enjima. Definisanu funkciju sa optimizacijskim uslovom
nazivamo ciljna funkcija. Ako su ciljne funkcije C;i(X) nelinearnog tipa ili ako im tip argumenata i
tip vrednosti nije u skupu relanih brojeva, tada ne moZemo primeniti iterativne metode koje
generiSu niz numerickih iteracija ka kona¢nom re$enju. Nepoznata veli¢ina X koja je vektor u R"
ili matrica u R™" sa dobro odabranom poéetnom iteracijom Xo kre¢e se uvek u tom prostoru
reSenja. Moramo koristiti druge metode koje koriste relativne odnose diskretnih vrednosti
kriterijuma u odnosu na druge vrednosti ili apsolutnu diskretnu vrednost. Najpoznatija je metoda
AHP (eng. Analitical Hierarchy Process) koja reSava trazenje optimalnog resenja za postavljeni
sistem ograni¢enja pomoc¢u uzajamnih prioriteta alternativa u odnosu na ciljeve 1 sistem
(nelinearnih) ciljnih funkcija diskretnog i kontinualnog tipa vrednosti za koje znamo samo
uzajamne prioritete.
Kljucne reci: Visekriterijumsko odlucivanje; AHP; Saaty skala; database pretrazivanje;
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Danica Kosanovié, Faculty of Mathematics, Univesity of Belgrade
William Amos, Department of Zoology, University of Cambridge

»Modelling Microsatellite Evolution — Are Modern Humans Twice As Old As We
Thought?“
Abstract. Microsatellites, or short tandem repeats (STRs), are highly polymorphic DNA
sequences. They mutate mainly by gaining and losing repeat units creating a linear random walk
called the stepwise mutation model (SMM). However, despite extensive study, the exact
mutational process still remains unclear. Under a strict, unbounded SMM, mean repeat number
drifts up and down over time and does not lead to a stationary distribution. Exploiting random
walk theory, new genetic distance measures were developed based on squared differences in
allele length. Two versions, ASD and (8p)? distance ([1], [2]) both have expectations that
increase linearly with time under the SMM, the former having larger variance. However, direct
analysis of mutations suggest a variant of the SMM where longer alleles tend to contract and
shorter ones expand (=centrally directed mutation model, CDM). In our study we explore how
genetic distances differ between the SMM and CDM. We extend this to re-evaluate Goldstein et
al.’s dating of the deepest split in the human lineage. We show that the more realistic CDM
models are likely to reduce genetic distances, possibly by a factor of two, pushing back
divergence dates relative to the standard SMM.
Keywords: DNA evolution; microsatellites; stepwise mutation model; genetic distances.
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Vera Miler Jerkovié¢, Univerzitet u Beogradu, Elektrotehnicki fakultet
Branko MaleSevié, Univerzitet u Beogradu, Elektrotehnicki fakultet

»Blok reprezentacija uopstenih inverza*
Apstrakt. U radu ¢e se razmotriti svi oblici uopstenih {1, 2, 3, 4, 5, 5k} inverza u obliku blok
matrica. Razmatra¢e se Moore-Penroseov inverz, Grupni inverz i Drazin inverz. Prikazaée se
neki poznati i neki novi rezultati.
Kljuéne reci: Uopsteni inverz, Moore-Penroseov inverz, Grupni inverz, Drazin inverz.

Banentnna Jleknh, banka NUnte3a, beorpan
»Onyuje u cmoxacmuyko mooeauparoe yeHa akyuja na dep3u
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Mmuaenko IMukyaa, Yausepsurer y Mcrounom CapajeBy,®unozodeku paxynrer
BbusbanaBojsoanh, MunucrapctBo Hayke u TexHosoruje Permyonuke Cprcke

»O0pehusare pjewierna cpanuunoz 3a0amka onepamopa muna Lllmypm-/Iuysuna ca dsa
KOHCmMaHmHua Kawrerna*
ArmncTpakT. Y pany nocMarpamo IpaHudHM npoOsiem omneparopa tumna Llltypm-JlnyBuna ca nsa
KoHcTauTHA Kammbema L = L(q, (%), q2(X), T2, T1):
ly=—y"(®) +qDE-1) + N E - 1) =lyx), A=2%y(x—1) =0,x € [0,14].
OCHOBHU CIIEKTpaJIHU 33Jali 32 Ki1acu4yHu omeparop tuma Lltypm-JInyBuna cy y mormyHoCTH
W3ydyeHH W TJIaBHU pesyatatd ce mory Hahm y [30], M0k cy uHBep3HH MpoOiaeMH 3a
mudepeHIjaTHe OTepaTope ca KalllkhEHhEM JOIII YBUJEK HETOBOJHHO UCTPAKEHH.
Pjememe 3a mocmarpaHu rpaHuyHu npobsem omepatopa tuna llrypm-JlmyBuna ca nBa
KOHCTaHTHA Kallllberha, Ka0 M aCHUMIITOTHKA CBOJCTBEHHX BPHjEJHOCTH, IMO3HATH Cy CaMO y
ciydajy Kamga 3a T; M T Bpujemun T; = KoT2 ([31],[32]). ¥V ommrem cnydajy moctymak
KOHCTPYKIIM]j€ pjelliemha jeé 3HATHO CIOKEHHjU 300T YCIOXKIbaBama OJHOCa u3Mely JmHeapHHX
KOMOWHAIM]a Kallllbekha T; U Tz, Ka0 U 300T HUXOBUX OJIHOCA Y OKOJWHU T.. 300T TOra MpPBO
KOHCTPYHILIEMO pjellemhe 3a T'paHWYHM 33JaTak oIeparopa ca JBa KOHCTAHTHA KallllbEma Yy

ClIydajy Kaja 3a T; | T, BpHjeIu yciioB T; = KoT, +6, & € (0, ]Tﬁ), loti <t < (g + 1)1y, a
0

3aTUM, KOpUCTehM OBaj pe3ynTaT, KOHCTPYHMIIEMO pjelIeHke Yy OMImTeM ciydajy. Pjemema

KOHCTPYHIIIEMO METOJIOM Y3aCTOITHUX alpOKCUMaIlHja.

3aTUM MOKa3yjeMo Jia e Ha OCHOBY J0OMjeHOT pjelliema 3a MoCMaTpaHu IPaHUYHHU 3a7aTaK U Ha

ocHOBY pesynraTa u3 [33], 100Hja 1 aCHMIITOTHKA CBOJCTBEHUX BPHjEIHOCTH IPAaHHUYHOT 3a7aTKa

omieparopa ca JiBa KOHCTaHTHA Kalllbemha y OMIITEM CITydajy.

KibyuHe peun: rpaHudHHM Mpo0OJieM; KOHCTAaHTHO KallllbEeHhe; KOHCTPYKIIH]a pjelIcHha.
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HNBan Auuh, Yuusep3utet y beorpany, Matematuuku Qaxkyiarer
»PISA mecmupare y Cpouju“

Bbojan CoBuib, Komnanuja ,,Mozzart*
wllpumena mamemamuxe y ucpama na cpehy*

Muaanen CramenxoBuh, Yuausepsuter y beorpany, Exonomcku dakynter
wMamemamuuke memooe y ekonomuju “
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»Kynmypa komynuxayuje*

Hea ITasiaosuh Ilymmuna, IIpBa ekonomcka nikosna beorpan
»Mamemamuuke memooe y ekonomuju
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IV CEKIIMJA: 65 roguna sxxusora u 40 roiuHa HayyHor pajga npogecopa Muoapara
MaresbeBuha

Stevan Pilipovi¢, Department of Mathematics and Informatics, University of Novi Sad
»Convolution, hypoellipticity and ellipticity of some classes of linear and semilinear
pseudodifferential equations*
Abstract. In the first part we present the relations of Weyl and Anti-Wick quantization through
the convolution while in the second part we present a class of linear and semilinear elliptic
equations on spaces of tempered ultradistributions of Beurling and Roumieu type.
The talk is based on the joint papers with Mrco Cappiello and Bojan Prangoski.

Gradimir V. Milovanovié¢, Mathematical Institute of the Serbian Academy of Sciences and Arts
,» Two Centuries of Gaussian Quadrature Rules”

Abstract. In 1814 Carl Friedrich Gauf? (1777-1855) developed his famous method of numerical
integration which dramatically improves the earlier method of Isaac Newton (1643-1727) from
1676. Beside the some historical details, in this lecture we present recent progress in this subject
(cf, [2]), as well as new important applications of this theory in several different directions.
Precisely, we give the construction of several quadratures of Gaussian type with respect to strong
non-classical and exotic weight functions which appear in approximation theory, summation of
slowly convergent series, fraction calculus, etc. Some interesting applications of such kind of
quadratures in summation of series, cubature formulas, statistics, physics, and calculation of the
so-called “two-electron repulsion integrals” in computational quantum chemistry, are presented,
as well as the corresponding software [1,3].

Keywords: Gaussian quadrature; three-term recurence relation; weight function; summation of
series.

References
1. A.S. Cvetkovic, G.V. Milovanovi¢. The Mathematica Package “OrthogonalPolynomials”. Facta Univ. Ser. Math.
Inform., 2004, 19, 17 — 36.
2. G. Mastroianni, G.V. Milovanovi¢.Interpolation Processes. Basic Theory and Applications, Springer
Monographs in Mathematics, Springer—Verlag, Berlin, 2008.
3. G.V. Milovanovic, A.S. Cvetkovié¢. Special classes of orthogonal polynomials and corresponding quadratures of
Gaussian type. Math. Balkanica, 2011, 26, 169 — 184.



Simpozijum MATEMATIKA | PRIMENE, Matematicki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2014, Vol. V(1)

Pavle V. M. Blagojevi¢, Rheinische Friedrich-Wilhelms Universitat Bonn; Freie Universitat,
Berlin, Matematicki institut SANU

,»On complex highly regular embeddings“
Abstract. A continuous map € ¢ — CNis a complex k-regular embedding if any k pairwise
distinct points in €% are mapped by f into k complex linearly independent vectors in C¥. Our
central result on complex k —regular embeddings extends results of Cohen & Handel (1978),
Chisholm (1979) and Blagojevi¢, Liick & Ziegler (2013) on real k-regular embeddings. In this
talk we present the following lower bounds for the existence of complex k-regular embeddings
Let p be an odd prime, k > 1 and d = p* for t > 1. If there is exists a complex k-regular
embedding C 4 - CV, then d(k — a,(k)) + a,(k) < N. Here a,(k)) denotes the sum of
coefficients in the p-adic expansion of k.
These lower bounds are obtained via modified Cohen & Handel (1978) framework and study of
Chern classes of complex regular representation. The main technical result, used for the study of
the Chern classes, is the following upper bound for the height of the cohomology of the
unordered configuration space
Ifd > 2and k > 2 areintegers, and p is an odd prime. Then

F(R% k
hight (H* (%;Fp>> < min{p*: 2p* > d}.
K

Musom ApcenoBunh, Maremarnuku dakynrer, YHUBEp3uTeT Y beorpany
Muio/by0 Anoujanuh, Yausepauretr Cunrunynym u ®EOA
Musban KnexxeBuh, Matematnuku daxynrer, YauBepsurer y beorpany
Mapek CBetink, Maremarnuku dakynrer, Y HUBep3uTeT y beorpany

wMuoopaz Mamewesuh — eepmuxana 6eocpadcke mamemamuuxe uikoe
Ancrpakr. M3narame Ha momynapaH HayvH OJiciMKaBa mpodecopa Mwuoapara MartespeBuha.
[Ipukasyje werose JbyACKe, Melaroike U HaydyHe BPEJHOCTH. Y paay ce MpuKas3yje BepTUKallHA
MOBE3aHOCT y pa3Bojy marematuke y Cpouju, onx Muke [lerpoBuha 1o Muonpara MaresbeBuha.
Muxa [letpoBuh je Ha oapelheHn HauMH, paioM ca CBOJUM YYEHULIMMA U JOKTOPAHTHMA, CTBOPHO
beorpancky MaremaTnuky mikosty. Ta mikosia WM3HeOpuia je pa3He MareMaTudape U JOoHena
HampeJaK y MeJaromkoM paay M MareMaTHdkoMm oOpasoBamy y CpoOuju. Toj mMaremMaTuykoj
00pa3oBHO] M HAay4yHO] BEpTHKaIu mpurana mnpodecop Muoapar MatesbeBuh, 1omucHU 4inaH
CAHY.
Kibyune peun: MmaremaTruka Oeorpajacka mIkoJia.

David Kalaj, Faculty of Natural Sciences and Mathematics, University of Montenegro
»Muckenhoupt weights and Lindelof theorem for harmonic mappings*

Abstract: We extend the result of Lavrentiev which asserts that the harmonic measure

and the arc-length measure are A, equivalent in a chord-arc Jordan domain. By using this result

we extend the classical result of Lindelof to the class of quasiconformal (g.c.) harmonic

mappings by proving the following assertion. Assume that f is a quasiconformal harmonic

mapping of the unit disk U onto a Jordan domain. Then the function A(z) = arg(d,(f(2))/z)

where z = re'?, is well-de_ned and smooth in U* = {z: 0 < |z| < 1} and has a continuous
extension to the boundary of the unit disk if and only if the image domain has C* boundary.
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Ljubica Velimirovi¢, Faculty of Science and Mathematics University of Ni§

,»OnN Infinitesimal Bending Problems
Abstract. Problem of infinitesimal bending of surfaces is a special part of theory of surface deformation.
Surface bending theory considers bending of surfaces, isometrical deformations as well as infinitesimal
bending of surfaces and presents one of the main consisting parts of global Differential geometry. On the
other hand, infinitesimal bending of surfaces is not an isometric deformation, or roughly speaking it is
with appropriate precision. Arc length is stationary under infinitesimal bending.

The first result at the surface bending theory belongs to Cauchy. He has proved that closed convex
polyhedrons are rigid. Later, 1838, F. Minding gave hypothesis that the sphere is rigid. Liebman 1899
confirms this hypothesis. The next contributions to the bending theory belongs to D. Hielbert, H Weil,
Blaschke, Cohn-Vossen, A. D. Alexandrov, N.V. Efimov,

A. V. Pogorelov, V. T. Fomenko, I. Kh. Sabitov, R. Conelly, R. Bishop, H. Stachel.

The shape (Old English: gesceap, created thing) of an object located in some space is a
geometrical description of the part of that space occupied by the object, as determined by its external
boundary - abstracting from location and orientation in space, size, and other properties such as colour,
content, and material composition. In Geometry, two subsets of an Euclidean
space have the same shape if one can be transformed to the other by a combination of ranslations,
rotations (together also called rigid transformations), and uniform scalings. In other words, the shape of a
set of points is all the geometrical information that is invariant to translations, rotations, and size changes.
Having the same shape is an equivalence relation, and accordingly a precise mathematical definition of the
notion of shape can be given as being an equivalence class of subsets of a Euclidean space having the
same shape. A more flexible definition of shape takes into consideration the fact that we often deal with
deformable shapes in reality, (e.g. a person in different postures, a tree bending in the wind or a hand with
different finger positions). By allowing also isometric (or near-isometric) deformations like bending, the
intrinsic geometry of the object will stay the same, while sub-parts might be located at very different
positions in space. This definition uses the fact that, geodesics (curves measured along the surface of the
object) stay the same, independent of the isometric embedding. This means that the
distance from a finger to a toe of a person measured along the body is always the same, no matter how the
body is posed.

Comparisons play an important role in many scientific areas. When comparing one surface to
another, differences between the two can be interpreted as deformations which transform one object to the
other. Bending of surfaces theory occurs and is applied at the problems at civil engineering shell theory as
well as to membrane cell theory. There is an increasing interest in the field of deformable surface
modeling. It has become clear that even though the applications areas differ significantly the
methodological overlap is enormous. We will give an overview of the history, recent results and open
problems at the theory of infinitesimal bending.

We consider some properties of magnitudes related to infinitesimal bending at Euclidean and
Generalised Riemannian Space. Recent results of the author and cooperators Svetislav Mincic, Mica
Stankovic, Marija Najdanovic, Milan Zlatanovic, Milica Cvetkovic and Nikola Velimirovic will be
mentioned.

Keywords: infinitesimal bending; shape; Generalized Riemannian space.
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Milutin Obradovi¢, Faculty of Civil Engineering, University of Belgrade
Saminathan Ponnusamy, Indian Statistical Institute (ISI), Chennai, India

,,Univalence of Partial Sums for Some Classes of Univalent Functions”
Abstract. Let S denote the family of all functions fthat areanalytic and univalent in the unit disk
D:={z€C: |z| < 1} and normalized such that f(z) = z + X, a, z*. For the functions of
the previous form lets,(f,2):= s,(2) = z + Y5, a, z"denote the n —th (n > 2)partial
sums/sections of f. The question offinding the largest radius of univalencer, of s,(z), when f
belongs to S or some of its interestingsubclasses, has been a subject of study by a number
ofresearchers. In this lecture we present some recent resultsof the authors and their cooperators.
Keywords: univalence; partial sums; radius.
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JMapko MusamnnkoBuh, Maremaruuku ¢pakynrter, YHuBep3uteT y beorpany

»Action spectrum and symplectic invariants in Floer theories*
Abstract. We will discuss some properties of sympletic invariants constructed by the modified
min/max principle applied to the Hamiltonian action functional with different boundary
conditions.

Musom ApcenoBunh, Marematnuku ¢akynrer, YHUBEp3UTeT y beorpamy

,»ON multipiers in spaces of harmonic functions and related resuls“
Abstract. Spaces of multipliers between harmonic function spaces on the unit ball in n-
dimensional space are investigated. Characterization of these spaces are obtained in many
different spaces: weighted Hardy spaces, mixed norm spaces, Triebel-Lizorkin spaces. Related
results on embedding relations between these spaces are also presented. The results are obtained
in joint work with R. Shamoyan.
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Branko Dragovich, Institute of Physics, University of Belgrade
»P-Adic Properties of the Genetic Code*

Abstract. The generic code (GC) is mapping from the space of 64 codons onto set of 21
elements, which consists of 20 amino acids and 1 stop signal. Codons are ordered triples of four
nucleotides (C, A, T (U), G) and they are building blocks of the genes. These canonical amino
acids are building blocks of the proteins, and stop signal terminates synthesis of proteins. One of
the main reasons for modeling the GC is a huge number (about 1084) of possible connections
between 64 codons and 20 amino acids with one stop signal, while in living organisms there is
practically one GC with 30 slight variations. In this contribution we use p-adic distance to
describe ultrametric structure of the codon space. By this way, we show that codons which are
nearest in the p-adic sense code the same amino acid. In this approach [1-3], codons are presented
by natural numbers in three digit expansion in the base 5. Four codons are related to four digits as
folows: C=1, A=2, T=U=3, G=4. Digit 0 means absence of codon. 5-adic and 2-adic norms are
used for p-adic distances.

In this talk, it will be presented a breif review of modeling of the generic code,
emphasizing ultrametric structure of codon space, which is gquantitatively described by p-adic
distances. Note that p-adic distance is the most significant example of the ultrametric distance,
which satisfies strong triangle (ultrametric) inequality, i. e. d(x,y) max {d(x,z), d(z, y)}.It will
be alse discussed extension of this p-adic ultrametric approach to amino acids, modification of
Hamming distance, possible evolution of the GC and to some other bioinformation systems,
Keywords: The genetic code; p-adic distance, ultrametric.
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OimBepa Muxuh, ®akynrer opranu3allMOHUX HayKa, Y HUBEp3UTET y beorpany
» 0 06a napanenna scusoma Gehring-oeoz npoonema“

Ancrpakt. Y oBoM pangy ce ropopu o CeMHHapy U3 KOMIUIEKCHE aHalIM3€, KOJU Ce OAp>KaBa
noyeB o7 1990. rogune, ma cBe 10 gaHac, a mocedHo o nepuoay oa 1996. no 2000. rogune. Jlart
Jje KpaTak caJpraj TeMa O KojuMa ce TaJla TOBOPHIIO Ha CEMUHApy, YMja je aKTYeJIHOCT U JIaHac
€BUJICHTHA. Y pajly je ped U O U3y3eTHO] ysio3u npogecopa MaresbeBuha, Ha MpBOM MecTy 300T
¢dopmupamwa T3B. beorpaacke Ikosne 3a KOMIUIEKCHY aHalM3y, a 3aTUM U O HEroBoj
MHTYUTUBHOCTH, 3aXBajbyjyhu KO0joj je HacTaja 4YWMTaBa Ccepuja Hay4HHUX paZoBa U3 o0nactu
KBa3WKOH(OPMHUX TpecirkaBama, Teichmiiller-oBux mpocropa, XapMOHHMJKHX IpecilnuKaBamba,
Kao U, Y Mamb0j MEpU, U30MIEPUMETPHU)CKOT IpobdiemMa 3a (pyHKIIH]je BUILEC MPOMEHIBUBUX. Y paay
je nmat mocebaH ocBpT Ha mpobimem koju je Gehring moctaBuo 1974. roamue. IIpodecop
MaresseBuh je 1975. roauHe gao KOMIUIETHO pemieme oBor T3B. Gehring-oBor mpoOniema.
MelhyTum, 3aHUMIBMBO je J1a je CKOpO HCTOBpPEMEHO (Tj. ca 3aKallllemheM OJl TOJUHY JaHa)
Gehring-oB mpoOieM 3a0KymHoO MaKkby M MHOTHUX APYTHX MMO3HATHX MareMmarduyapa W Ja,
HECBECHM Ja pe3ynrtar Beh mocroju y beorpany, oHu 00jaBibyjy HM3 HayyHHX pajoBa y
yIJIeJHUM MaTeMaTH4KUM daconucuma. OBie he OuTH mpukaszaHa yrnopeHa aHajlu3a HEKOJIHKO
pesynarara u3 70 — UX rojuHa, Kao U HEKMX U3 OJMKE MPOIIOCTH.
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Mupjana BykoBuh, Akanemuja Hayka u ymjerHoctu bocHe u Xepreropune
Emua Winh — I'eoprujesuh, I'paheBuncku daxynrer Yausepsutera y CapajeBy
OumBepa CteBanoBuh, Yausepsuter Cunepruja

» O npumjenu Ilapcepanose popmyne na npooneme G cymadbunnocmu paseoja no
concmeenum ynkyujama Jlannacoeoz onepamopa*“
Ancrpakr. [Ipema Tuumapmry [6], ako f € L?(D), ouna je Pucosa cymabunnoct (A, k) passoja
¢ynxumjef € L?(D)no comcrtBeHnM (yHKIMjaMa K-IMMEH3MOHAIHOT pyOHOr mpobiema
Au+ lu = 0y D, u = 0 Ha 0D, nokanaa ocobuHa ¢yHKIHje [ y Ta4ku y KOjoj ce OHa

. . k . .
pasBuja axko je Kk =-. OBnje nmoka3yjeMo HCTH pe3yirar, aiau 3a ABakymoBuheBy

GY —cymabmwmocrt, Tj. JokasyjeMo ma GZ— cymabummocT pasoja ¢ymkmuje f € L*(D) mo
corcTBeHNM (QyHKIMjamMa y X, € D 3aBucu camo o] oHamama QyHKIHje [ y OKOJIMHU TadyKe
X aKo je = S , IITO TIPE/ICTaBJba MOOOJBIIIAkE MPOIeHe 0 Koje je momrao M. Mapasuh u [4] raje
je mokazano ma GZ— cymMaGMITHOCT 3aBHCH caMO OJf TIOHANIamka QYHKIHje f Y OKONMHH TauKe X,
aKo je Kk > K%l 20— 1)1+ 1,% < 0 < 1. Mehyrum, Tom npuiukoM, M. Mapasuh je KopucTro
nopeheme ca PucoBuM mocTynkoM CyMaOHIIHOCTH, JOK C€ y OBOM paiy HpoOiieMy MpHCTyma

JMPEKTHO, Tj. KOHCTpyHIIe ce (yHKIHMja moMohy Koje ce mobuja jesrpo G — cymabumaoctn. T,
V. Avadhani je y [1] nokazao ga PucoBa cymabunHoct (4, k) pena y x, € D 3aBucu camo o

. . k .
noHamama (QyHKIHje [ y OKOJMHH TadyKe X, aKo je K = ~» Tako Jia je 3a OYeKMBaTH Ja ce

NOOMjeHH pe3yaTaT MOXKE TOOOJBIIATH.

Kbyune peun: GZ—nocrynak cymabunaocti; becenoa dynkimja; ITapceBanosa dhopmyia.
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Romeo Mestrovié¢, Maritime Faculty, University of Montenegro
Zarko Pavicevié, Faculty of Science, University of Montenegro
»On Linear Space Properties of Privalov Spaces on the Unit disk“
Abstract. For given 1 < p < oo, the Privalov class NP consists of all holomorphic functions f
on the open unit disk |z| < 1 in the complex plane C such that

sup f02”(10g+|f(rei9)|)pﬂ < oo,
osr<i _ 27 _
The radial limit of a function f € NP defined as f*(e!®) = lim,_, f(re®) exists for almost

every ei®. In [1] M. Stoll showed that the space NP with the topology given by the metric Py
defined by

1
po(f,9) = (fy " (log(1 + |f*(re®®) - g (re®) )P 2",
becomes an F —algebra.
Here we establish some linear space properties of the spaces NP.
Keywords: Privalov space N?; F-algebra; topological dual.
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Baagumup boxun, Marematuuku dakynrer, YHuBep3uTeT y beorpamy
wJeouncmeena ekcmpemannocm y 0ge u euuie oumensuja”

Ancrpakr. [Ipukazahemo pesynrare Be3aHe 3a jeAMHCTEHY ekcTpeManHocT y Teichmiiller-oBom
pOCTOpy, KOju cy pahenu y okBupy beorpascke mkone koMmruiekcHe aHanuze. [[uckyroahemo
pememe no3Hator Teichmiiller-oBor mpo6nema. Takohe, pazmoTpuheMo HOBHWja yomIuTema Ha
KBa3MKOH(OpPMHA TMpeciukaBama Yy TpU WIM BHUIIE JAWMEH3Wja. TexHuka ce y
BHIIICIUMCH3HOHAIHUM ~ [IPOCTOPMMAa  pasiuKyje, aiau Imocroje aHamorune Reich-Strebel
HEJeIHaKOCTH, KOje c€ MOTY KOPUCTHUTH.

Baagummup JAparosuh, Matemarnuku uactutyr CAHY
bopucaas I'ajuh, Marematnuku uncturytr CAHY

» O npeyecuonom Kpemarsy 4emeopooOuUMeH3uOH02 Kpymoz mena“
AmncrpakrT. JlarpankeB cUMETpHYaH CiIy4aj 00pTama YeTBOPOIUMEH3UOHOT TEIIKOT KPYTOT Tela
Ha e(4) je nedbunucao bespajeB. Y OBOM pagy KOHCTPYHCAHO je MapTHKYJIApHO pEIICHe
JlarpanxeBor ciiy4aja Koje Mpe/IcTaBiba YOIIITeHhe BepTUKATHE perynapHe npenecuje. [lonazehu
OJ1 TOT pellieha AaTo je YeTBOPOJUMEH3UOHO YOIIXTEHE KIIacCH4or ['pHOIujeBOT ciaydaja KpeTama
kpyror Ttena. lloka3zano je ga JOOMjeHO pexeme IMpeACcTaBba YOIIITEHE peryiapHe
HEBEPTHKAJIHE Tpelecuje.
KibyuHe peun: 4eTBOPOIMMEH3UOHO KPYTO TEJO; perylapHa mnperecuja
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Marjan Markovié, Faculty of Natural Sciences and Mathematics, University of Montenegro
»Semi—norms of the Bergman projection

Abstract. It is known that the Bergman projection operator maps the space of essentially

bounded functions in the unit ball in the d—dimensional complex vector space onto the Bloch

space of the unit ball. This work deals with the various semi—norms of the Bergman projection.

We improve some recent results due to Perild, Kalaj, Vujadinovi¢ and the author.

For each 6 > —1 let

(1—|w|?°
KO’(ZI W) = (1_< zZ,W >)d+1+0”

T, f(z) = cg4 f K;(z,w)f (w)dv(w), Z €EB,
B
and where B = {z € C%: |z| < 1}, dvis the normalized Lebesgue measure on B, and
T,1 = 1.T,is the Bergman projection which project L (B) continuously onto the Bloch space

B.
Let n be any positive integer and denote d = ("ﬁ;l). Let| - |.a be anormon C?which satisfies

|Z_|<cﬁ = |Z|a Z € clFor a multi-indexa = (aj, ..., a )stands  for the differential
operatorDj‘ll,...,Dj‘r?. Denote by D,:H(B) - H(B)‘Ithe following operator D,f(z) =
(...,DZf(2),...). On the right side we have all DZf(z)such that for « € N¢ holds |a| =

n, therefore it contains dcomponents.
In B we introduce the semi—norm

Iflls = sup (1= 1zI»)"ID,f(2) | a-
IGlleo=1

It is known that f € B ifand only if |||l < o. We consider the semi—norm of T, given by
IT5: L*(B) — Bl = Sup 1”T0'G”B-
We prove: For the Bergman projection T;holds
- (A +n)I'(n)

ITo: L%(B) — Bll = C——5——
for everys > —1, where 1 =d + 1+ cgand C = max =1 1Z2({)|ca; here Z({) =
(...,¢%...) € Clcontains all(® = & -+ {54, |a| = n.
Keywords: Bergman projection, Bloch space, Integral operators
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»On hyperbolic type metrics and related problems*



